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0.1 Die Aufgabe

a)

Es sei p die Normalparabel, d.h. der Graph der Funktion f(z) = 2. p sei
das Bild von p bei einer Drehung Dy . Bei dieser Drehung werden die Punk-
te S(0/0), A(1]1) und B (—1|1) auf ihre Bilder S’ (0| —3), A’ (—1| —2) und
B’ (—1| — 4) abgebildet (s. Abb. 01).

Bestimmen Sie das Drehzentrum Z (zz|yz) und den Drehwinkel a.

Beweisen Sie, dass es eine zenrische Streckung ZS7 gibt, die die Normalpa-
rabel auf den Graphen der Funktion y(z) = —32? abbildet. Bestimmen Sie
diesbeziiglich das Steckzentrum Z (zz|yz) und den Streckfaktor k.

Alle Parabeln sind einander #hnlich. Es sei a € R,a # 0. Damit existiert
zu jedem a eine Ahnlichkeitsabbildung ¢,, die die Normalparabel auf den
Graphen g, der Funktion y(z) = az? abbildet. Geben Sie den Streckfaktor
k(a) der jeweiligen Ahnlichkeitsabbildung ¢, als Funktion von a an.

In Mike’s Billardpub wurde ein Billardtisch mit parabelférmiger Bande b
aufgestellt. b ldsst sich als Graph der Funktion f(z) = %:p2 auffassen. Wir
modellieren Kugel 1 als Punktmasse K (z|y;) und Kugel 2 als Punktmasse
K (x2)|y2). Es gelte zunéchst x; = 2,47 = 10 und 23 = —2,y, = 10. Sowohl
Ky als auch K, werden exakt zum gleichen Zeitpunkt t; derart angestoflen,
dass sie sich mit einer Geschwindigkeit v von }l Langeneinheiten pro Sekunde
parallel zur Symmetrieachse von b bewegen. Wann und wo stoflen K; und K,
zusammen? Die Kugeln erfahren weder beim Rollen noch bei der Reflexion an
der Bande b Geschwindigkeitsverluste.
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Losung Aufgabe a)

f

Jede Drehung Dy, ist die NAF von zwei Geradenspiegelungen S, o S, mit
anNb=Z und |Za,b| = 1 |a].

Wihlen als Spiegelgerade a die Mittelsenkrechte der Strecke SS'.
a wird durch die Gleichung y = —% beschrieben.

S, bildet S auf §’, B auf B und A auf A} (1; —4) ab.

Wiihlen als Spiegelachse b die Mittelsenkrechte der Strecke A}, A'.

Wegen der Abstanderhaltung von Bewegungen ist b = S’ B’ und wird durch
die Gleichung y = = — % beschrieben.

Der gemeinsame Schnittpunkt von ¢ und b Z (%, —%) ist das gesuchte Dreh-
zentrum.

Der Schnittwinkel zwischen a und b hat eine Grofie von 45°. Damit hat der
Drehwinkel a eine Grofie von 90°.
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Losung Aufgabe b)

Wiihlen als Streckzentrum Z den Koordinatenursprung.

7 ist Fixpunkt bei einer Streckung an Z.

2

p) ein beliebiger von Z verschiedener Punkt der Normalpa-

Es sei P (z;x
rabel.

Die Gerade Z P wird durch die Gleichung y = x,x beschrieben. Sie schneidet
den Graphen der Funktion y = —32? im Punkt P’ (—2x,, —2z2).

P’ ist damit auch das Bild von P bei der zentrischen Streckung an Z mit
dem Streckfaktor —2.

Da wir die obigen Uberlegungen fiir einen beliebigen von Z verschiedenen
Punkt P der Normalparabel angestellt haben, existiert zu jedem Punkt
der Normalparabel genau ein Punkt auf dem Graphen der Funktion y =
—%xQ, der das Bild des Punktes auf der Normalparabel bei der zentrischen
Streckung ZS 5 ist.



0.4 Losung von Aufgabe c)
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Verallgemeinerung der Uberlegungen zur Losung von Aufgabe b) liefert:
k(a) =1
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Lésung von Aufgabe d)
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Es handelt sich um ein symmetrisches Problem beziiglich der y— Achse als
Symmetrieachse s.

Letztlich geht es darum, die Koordinaten (zp;yr) des Brennpunktes F' der
Parabel p : y = 2% zu bestimmen.

Die Kugel K trifft im Punkt Py (2;2) auf p.

Wir erhalten den Brennpunkt F' von p, wenn wir die Gerade K;P; an der
Senkrechten s; zur Tangente ¢; im Punkt P; spiegeln und den Schnittpunkt
dieser gespiegelten Geraden mit der Symmetrieachse s bestimmen.

Die erste Ableitung der Funktion y = %xQ an der Stelle 2 liefert uns den
Anstieg von t; :. Dieser hat den Wert 2.

Die Senkechte s; in P; auf ¢; hat demnach den Anstieg —%. Mit Hilfe des
Punktes P, bestimmen wir die Geradengleichung von s; : y = —%x + 3.
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wir nehmen an, wir héitten I’ bereits gefunden. Dann gibe es auf P;K;
genau einen Punkt £, der bei der Spiegelung an s; auf F' abgebildet wird.
Beziiglich dieser Spiegelung an s; sind P, und der Schnittpunkt A von s;
mit s Fixpunkte.

Aus Griinden der Abstandserhaltung ist P, F* AF eine Raute. F*F ist damit
die Mittelsenkrechte von P, A. Der Mittelpunkt von P, A hat die Koordi-
naten (1; g) Der Anstieg der Mittelsenkrechten von P;A ist gleich dem
Anstieg von t; und nimt damit den Wert 2 an.

Demnach wird die Mittelsenkrechte von P; A durch die Gleichung y = 2x+%

beschrieben, woraus sich die Koordinaten von F' ableiten lassen: F (O; %)

Wir berechnen jetzt die Lange des Streckenzuges K P, F':
[KiPT| = |\ Py + |PiF| =8+ /44§ =8+ 3 = ZLE.

Die Kugeln stoflen somit nach 52 Sekunden zusammen.

Alternative einfachere Losung von d)

Wir wissen bereits, dass alle Parabeln zueinander dhnlich sind.
Die Normalparabel hat den Brennpunkt F}, (0; }l)

Die zentrische Streckung am Scheitel mit dem Streckfaktor 2 bildet die
Normalparabel auf den Graphen der Funktion y = %mz ab.

Der Brennpunkt F' hat damit die Koordinaten (0; %)

Weiter wie oben ..
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