Gieding/Schnirch Einfihrung in die Geometrie SoSe 2011

Einfiihrung in die Geometrie: Ubungen zum Tutorium, Nr. 7
(Lésungen)

Aufgaben zur Inzidenzgeometrie:

1. Aufgabe: Gegeben sei eine Punktmenge P = {A,B,C, D, E} und eine dazugehorige
Geradenmenge G = {{A, B,C,D},{A,E} {B,E} {C,E},{D, E}}. Zeigen Sie, dass in
dem so konstruierten Modell die Axiome I1 bis I3 gelten.

Zu zeigen gilt, dass die Axiome I1 bis I3 erfiillt sind.

Axiom [1: Wahlt man zwei beliebige Punkte aus P aus, so sind sie in genau einer der
Teilmengen der Geradenmenge ( enthalten. Je zwei verschiedenen Punkten wird somit
genau eine Gerade zugeordnet.

Axiom 12: Dieses Axiom ist erfiillt, da im vorgestellten Modell jede Gerade aus zwei oder
mehr Punkten besteht und somit jede Gerade im Modell mindestens zwei Punkte enthalt.
Axiom [3: Beispielsweise liegen die Punkte A, B, E nicht alle auf einer Geraden, daher gibt
es mindestens 3 Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

2. Aufgabe: Weisen Sie nach, dass durch:
P={A,B,C,D}und G ={{A, B,C},{A,B,D} {A C D}, {B,C,D}}

kein Modell der Axiomengruppe | gegeben ist. Welches Axiom ist nicht erfillt?

L6sung: Damit das gegebene Modell kein Modell im Sinne der Inzidenzaxiome ist, reicht es
zu zeigen, dass ein Inzidenzaxiom nicht gilt: Durch die Punkte A und B verlaufen zwei ver-
schiedene Geraden: {A, B,C'} und {A, B, D}. Dies widerspricht der Eindeutigkeitsaussage
(,genau eine Gerade") in Axiom I1.
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3. Aufgabe: Zeigen Sie: Zu jeder Geraden existiert ein nicht zur Geraden gehérender Punkt.
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Lésung: Voraussetzung: Gerade g
Behauptung: Es exitiert ein Punkt, der nicht zu g gehért.

Beweis: Aufgrund des Axioms I3 gibt es drei Punkte A, B, C, die nicht kollinear sind. Folglich
kénnen nur zwei dieser Punkte zu g gehdren. Also existiert ein nicht zu g gehdrender Punkt.

4. Aufgabe: Beweisen Sie: Zwei voneinander verschiedene Ebenen haben entweder keinen
Punkt oder eine Gerade gemeinsam, auf der alle gemeinsamen Punkte beider Ebenen
liegen.

Es selen & und &; zwel Ebenen

Fall 1: Die beiden Ebenen haben keinen Punkt gememsam.
Dieser Fall ist trivial.

Fall 2: Die beiden Ebenen haben einen Prnkt gemeinsam.
el B eg Mg,
Behauptungen:

1. Es existiert eine Gerade g, die betden Ebenen angehért:
3geG . goE M,
2. Es existiert ke Punkt, der im Schnitt der beiden Ebenen liegt, aber nicht z g
gehirt:
—3F,eP: PReg e, nFeg
Beweis von Behauptung 1
(1) F ez rme, Voranssetzung Fall 2
) 3R, eP:B g me,nB=F |Axiom6:

Wenn zwel Ebenen einen Punkt gemeinsam

haben. so haben sie noch mindestens emen

weiteren Punkt gememsam.

EY Es existiert genau eine Gerade | Axiom I'1:
FE . die durch beide Punkrs Lo zwel beliebizen, voneinander verschiedensn
asht Punkten gibt es genau eine Gerade, welche diese
3 betden Punkte enthalt.

L} EF c&, Axiom I'5:

Wemn zwel Punkte einer Geraden g m einer
Ebene £ liegen, zo0 liegf jeder Punkt von gin &
()] PP ck, Axiom I'5:
Wemn zwel Punkte einer Geraden g m einer
Ebene £ liegsn, so hiegt jeder Punkt von gin =
(6) FF cg, me, Folgt ans (4) und (3)
Behauptung 1 1st danut bewissen.
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i : i 3.
Klazsizcher Fall fiir sinen mdirekten Bewels.
Amnahme;

3R esP:Feg e, nPeg

{Zeigen wollen wir jetzt natiirlich, dass doch F, £ g gilt.)

(1) F eg, me, nF eFF nach Amnahme, andere Schrelbweise fir g
2 £ und . sind zwel Voraussetmmg filr alle unsere Behauptungen
verschiedene Ebenen

(3) Feg nFee, Punkt zus Beweis Behauphmg 1

4 P eg nFex, Punkt zus Beweis Behauphmg 1

(5 nkolllB.P,.B) (1)

() £, =E, (1}, (3}, (2), (5) und
Axiom I'4:
Zu je dret micht anf emner Geraden liegenden
Punkten gibt es genau eine Ebene, die diese drei
Punkte enthalt.

7
(6] 13t ein Widerspruch zu g, und =, sind zwel verschiedene Ebenen!
Die Ammalime ist zu verwerfen!




