Kapitel 2

Wichtige Sitze der Schulgeometrie




2.1. DREIECKSTRANSVERSALEN KAPITEL 2. SCHULGEOMETRIE

2.1 Dreieckstransversalen

2.1.1 Auf der Suche nach dem Schwerpunkt

Unter den Dreiecktransversalen versteht man
e die Mittelsenkrechten der Seiten eines Dreiecks,
e die Winkelhalbierenden der Innenwinkel eines Dreiecks,
e die Geraden, die durch die Hohem des Dreiecks bestimmt sind,
e die Seitenhalbierenden des Dreiecks.

Jedes Dreieck hat also drei Mittelsenkrechte, drei Winkelhalbierende, drei Hohen und drei
Geraden, die jeweils durch einen der drei Eckpunkte des Dreiecks und den Mittelpunkt der
jeweils gegeniiberliegenden Seite des Dreiecks gehen. Alle drei dieser Geraden vom selben
Typ treffen sich jeweils in genau einem Punkt. Einer dieser gemeinsamen Schnittpunkte ist
der der sogenannte Schwerpunkt. Nimmt man ein reales Modell fiir ein Dreieck etwa aus
Pappe oder Holz, so ist der Schwerpunkt dieses Modells gerade der Punkt, in dem man das
Modell etwa auf eine Bleistiftspitze stellen kann und das Modell bleibt im Gleichgewicht.
Diese Idee ldsst sich bei der Behandlung der Dreieckstransversalen im Geometrieunterricht
der SI recht gut zur Motivierung der Unterrichtstoffes einsetzen: Auf der Suche nach dem
Schwerpunkt.

Man verrét den Schiilern (ich gendere bewusst nicht mehr), dass es einer dieser vier Schnitt-
punkte sein muss und tastet sich langsam an den Schwerpunkt heran.
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2.1.2 Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks
Definition 2.1.1
(Mittelsenkrechten eines Dreiecks)

Unter den Mittelsenkrechten eines Dreiecks versteht man die Mittelsenkrechten der Seiten
dieses Dreiecks.

Satz 2.1.1

(Schnittpunkt der Mittelsenkrechten eines Dreiecks)
Die Mittelsenkrechten eines Dreieck schneiden sich in genau einem Punkt.

Beweis:

Es sei ABC' ein Dreieck mit den schuliiblichen Bezeichnungen. m,, my, m. seien die Mit-
telsenkrechten dieses Dreiecks. Zunéchst beweisen wir, dass sich etwa m, und m, in genau
einem Punkt schneiden. Hierzu nehmen wir das Gegenteil an.

Annahme: m,||m.

Fall 1: m, und m, sind nicht identisch und haben damit keinen Punkt gemeinsam.

Abbildung 2.1: Kénnen die zwei Mittelsenkrechten m, und m, parallel sind?
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Abbildung 2.2: Die Lote von A auf m, und auf m, wéren identisch.
Wir zeigen jetzt, dass in diesem Fall die Punkte A, B, C kollinear wéren, was im Widerspruch
dazu stehen wiirde, dass A, B, C' Eckpunkte eines Dreiecks sind:
Sollten die Punkte A, B, C' nicht kollinear sein, dann wire AB nicht das Lot von A auf m,,.
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Dann miisste es eine von BC' verschiedene Gerade [ geben, die das Lot von A auf m, ist.
[ wiirde dann also senkrecht auf m, stehen und weil m, und m, parallel zueinander sind
miisste [ nach dem Stufenwinkelsatz auch senkrecht auf m. stehen. Damit wére [ gleichzeitig
das Lot von A auf m.. Die Lote von A auf m. und auf m, sind damit identisch. Die Punkte
A, B, C liegen alle auf diesem Lot und sind damit kollinear (s. Abbildung 2.2)).

Fall 2: Die Geraden m, und m; haben mehr als einen Punkt gemeinsam und sind damit
identisch.

In diesem Fall wire die Gerade m, die Mittelsenkrechte sowohl der Strecke ¢ = AB als
auch der Strecke a = BC. Beide Strecken haben den Punkt B gemeinsam und liegen wegen
der Senkrechteneigenschaft der Mittelsenkrechten auf dem Lot von B auf m.. Wegen der
Halbierungseigenschaft der Mittelsenkrechten m, beziiglich der Strecken a und cfallen A
und C' jetzt zusammen. Damit wére unser Dreieck zum Zweieck entartet.

Fiir die folgenden Uberlegungen kénnen wir also davon ausgehen, dass sich m. und m, in
genau einem Punkt S schneiden. Wir zeigen jetzt, dass dieser Punkt S auch ein Punkt der
dritten Mittelsenkrechten my, ist (s. Abbildung [2.3)):

Abbildung 2.3: Auch m; muss durch S gehen.

o Als Punkt der Mittelsenkrechten von AB hat S zu A
(I) AS = BS und zu B jeweils denselben Abstand.
(Mittelsenkrechtenkriterium =)

o Als Punkt der Mittelsenkrechten von BC hat S zu B
(I) BS=CS und zu C jeweils denselben Abstand.
(Mittelsenkrechtenkriterium =)

I
A
w0

(1)  AS (I), (II), Transitivitat der Relation =

Weil S nach (III) zu A und C jeweils denselben Abstand
(IvV)  Sem hat, ist S ein Punkt der Mittelsenkrechten von AC'
(Mittelsenkrechtenkriterium <)
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Weil der gemeinsame Schnittpunkt S der drei Mit-
telsenkrechten eines Dreiecks zu den Eckpunkten des
Dreiecks jeweils ein und denselben Abstand hat, ist er
gleichzeitig der Mittelpunkt eines Kreises, der durch
alle drei Eckpunkte des Dreiecks geht. Dieser Kreis
wird Umkreis des Dreiecks genannt.

(s. Abbildung [2.7])

Definition 2.1.2

(Umbkreis ein Dreiecks)
Wenn ein Kreis durch alle drei Eckpunkte eines Dreiecks geht, so ist er ein Umkreis dieses
Dreiecks.

Abbildung 2.4: Umkreis

Satz 2.1.2

Existenz und Findeutigkeit des Umkreises eines Dreiecks
Jedes Dreieck hat genau einen Umkreis.

Beweis:

Es sei ABC ein Dreieck. Wir haben bereits bewiesen, dass sich die Mittelsenkrechten von
ABC in genau einem Punkt S schneiden. Nach dem Mittelsenkrechtenkriterium hat dieser
Punkt zu den Eckpunkten des Dreiecks jeweils ein und denselben Abstand und ist somit
Mittelpunkt eines Umkreises von ABC. Es bleibt zu zeigen , dass es keinen weiteren von S
verschiedenen Punkt M gibt, der ebenfalls Mittelpunkt eines Kreises ist, der durch alle drei
Eckpunkte der Dreiecks ABC' geht. Nehmen wir an, dass M existiert. Als Mittelpunkt eines
Umkreises von ABC wiirde fiir M gelten:

(1) MA=MB
(2) MA=MC
(3) MB=MC

Wegen (1) wire M ein Punkt von M,.. Wegen (2) wire M ein Punkt von m;,. Wegen (3)
ware M ein Punkt von m,. Der Punkt M wiirde also zu allen drei Mittelsenkrechten des
Dreiecks ABC' gehoren. Weil nur einen einzigen solchen Punkt geben kann, miissen S und
M identisch sein, was im Widerspruch zu unserer Annahme M # S steht.

Aus Satz folgt sofort das folgende Korollar:

Satz 2.1.3

Korollar aus Satz
Durch drei nicht kollineare Punkte ist ein Kreis eindeutig bestimmt.
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2.1.3 Die Ho6hen eines Dreiecks
Definition 2.1.3

Hohen eines Dreiecks
Es sei ABC' ein Dreieck.

e Die Hohe h, von ABC' ist das Lot von C auf die Gerade AB.
e Die Hohe h, von ABC' ist das Lot von A auf die Gerade BC'.

e Die Hohe hy, von ABC' ist das Lot von B auf die Gerade AC.

Abbildung 2.5: Hohen eines Dreiecks

Satz 2.1.4

Héhenschnittpunkt
Die Geraden, die durch die Héhen eines Dreiecks eindeutig bestimmt sind, schneiden
sich in genau einem Punkt.

Beweis:

Es sei ABC ein Dreieck mit den Hohen hg, by, he. Die Geraden, die durch diese Hohen
eindeutig bestimmt sind, mégen mit H,, Hy, H. bezeichnet sein. Wir fithren den Beweis auf
Satz 2. 1.1l zuriick. Durch diesen Satz wissen wir bereits, dass sich die Mittelsenkrechten eines
Dreiecks in genau einem Punkt schneiden. Die Beweisidee besteht jetzt darin, dass wir ein
Dreieck A;B;C4 konstruieren, fiir das die Geraden H,, H,, H, die Mittelsenkrechten sind.
Konstruktionsvorschrift fir A;B,C;:

a) Konstruiere a1, die Parallele durch A zu BC'.

b) Konstruiere by, die Parallele durch B zu AC.
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c) Konstruiere ¢, die Parallele durch C' zu AB.

Die Korrektheit aller drei Konstruktionsschritte ist durch den Satz von der Existenz der
Parallelen gesichert. Weil die Seiten des Dreiecks ABC paarweise nicht parallel zueinander
sind, konnen auch die als Parallelen zu den Seiten von ABC konstruierten Geraden ¢;, a1, by
nicht paarweise parallel zueinander sein. Demzufolge existieren die folgenden Schnittpunkte
Al, Bl7 Cl (S. Abblldung m:

C1 N bl = {Al}
C1 N a1 = {Bl}
aq N bl = {01}
H, H.
By ¢ a Ay
b a
ay b

&

Abbildung 2.6: Konstruktion von A; B;C}

Fiir die Hohen h,, hq, hy des Dreiecks ABC' gilt nach Definition 2.T.3t
h. L AB,h, 1. BC h, L AC

und damit gilt auch fiir die Geraden H,, Hy, H.:
H. 1 AB,H, | BC,H, 1. AC

Weil aq, by, ¢; jeweils parallel zu a, b, ¢ generiert wurden gilt nach dem Stufenwinkelsatz jetzt

auch:
H.1 ABy,H, L BiCy,H, 1. A;C4

Wenn wir jetzt noch zeigen konnten, dass A, B,C die Mittelpunkte jeweils der Strecken
B1C4, A1C1, A1 By sind, hétten wir gezeigt, dass H,, Hy, H. die Mittelsenkrechten des Drei-
ecks A; B1C sind und sich somit in genau einem Punkt treffen miissen. Diese Mittelpunktsei-
genschaft der Eckpunkte von unseres Ausgangsdreiecks ABC ergibt sich aus der Kongruenz
der neu entstandenen Teildreiecke zum Ausgangsdreieck ABC:"

ABC ist zu den folgenden Dreiecken kongruent (Abbildung 2.6)):

ABC,ABC,, AB,C
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womit insgesamt gelten wiirde:

ABC = A BC = ABC, = AB,C

Wir zeigen exemplarisch ABC' = A, BC:

c Ay

Abbildung 2.7: Kongruenz der entstehenden Teildreiecke

Der folgende Beweis bezieht sich auf Abbildung 2.7t
(I) BC = BC trivial
(IT) LACB = ZA,BC  Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen
(III) ZABC = ZA;,CB Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen
(IV)  ABC=A,CB (1), (1I), (1), WSW

Alle weiteren Dreieckskongruenzen lassen sich analog nachweisen. Satz 2.1.4] ist damit be-
wiesen.

2.1.4 Kreistangenten
Warum jetzt Kreistangenten?

Aus der Schule ist bekannt, dass jedes Dreieck einen Inkreis hat. Beziiglich dieses Inkreises
liegen die Seiten des Dreiecks auf Tangenten an den Inkreis. Den Mittelpunkt des Inkreises
erhdlt man durch den Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des Dreiecks. Hinsichtlich des
Radius des Inkreises bedarf es gewisser Eigenschaften von Kreistangenten, die wir vorab
untersuchen werden.
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Definition der Kreistangenten

Definition 2.1.4

Kreistangente
Es sei k ein Kreis. Die Gerade t heiit Tangente an k im Bertihrungspunkt B, wenn sie

a) mit k in ein und derselben Ebene liegt und

b) mit k den Punkt B und nur den Punkt B gemeinsam hat.

Das Tangentenkriterium

Der Einfachheit halber setzen wir im Folgenden ebene Geometrie voraus.
Satz 2.1.5
Tangentenkriterium

Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M. Die Gerade t ist genau dann eine Tangente
an k im Punkt B, wenn sie senkrecht auf M B steht.

Beweis:

Wir beweisen zunéchst die ,,Hinrichtung® (Abbildung 2.8).

Es sei t eine Gerade, die mit dem Kreis £ den Punkt B und nur den Punkt B gemeinsam
hat. Der Mittelpunkt von k sei mit M bezeichnet. Wir haben zu zeigen, dass ¢ senkrecht
auf M B steht. Hierzu nehmen wir an, dass ¢ nicht senkrecht auf M B steht. Dann ist M B
nicht das Lot von M auf ¢t. nach dem Sartz von der Existenz des Lotes muss jetzt auf ¢ ein
Punkt L # B existieren, der der Fupunkt des Lotes von M auf t ist. ML ist dann das Lot
von M auf ¢t und steht also senkrecht auf ¢. Nach dem Axiom vom Lineal gibt es auf dem
Strahl LB~ genau einen Punkt B’ mit BL| = |B’L|. Die beiden Dreiecke M LB und M LB’
sind jetzt nach SWS kongruent. Demzufolge hat der Punkt B’ zu M denselben Abstand wie
der Punkt B’, weshalb er auf dem Kreis k liegen wiirde. B” wurde aber auch auf ¢ generiert,
weshalb B’ ein weiterer gemeinsamer Punkt von ¢ mit k& wére. Das ist aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung, dass ¢t Nk = {B} gilt.

Abbildung 2.8: M B und M B’ wiren jetzt Radien
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Jetzt beweisen wir die ,Riickrichtung® (Abbildung 2.9):

Es seien k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und B ein Punkt dieses Kreises. Die Gerade
t sei die Senkrechte in B auf M B. Wir nehmen an, dass sie mit k einen zweiten Punkt
A gemeinsam hat. Weil M B und M A jetzt Radien von k sind, wére das Dreieck M BA
gleichschenklig. Nach dem Basiswinkelsatz wéren unter Beriicksichtigung der Voraussetzung
t 1 M B beide Basiswinkel rechte Winkel. Das ist allerdings nicht moglich.

Abbildung 2.9: M BA wire gleichschenklig mit rechten Basiswinkeln

2.1.5 Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks
Definition 2.1.5

(Winkelhalbierende eines Dreiecks)
Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks sind die Winkelhalbierenden der Innenwinkel die-
ses Dreiecks.

Satz 2.1.6

(Schnittpunkt der Winkelhalbierenden eines Dreiecks)
Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in genau einem Punkt.

Beweis:

Es sei ABC ein Dreieck. w, sei die Winkelhalbierende des Winkels o = ZCAB, wg sei die
Winkelhalbierende des Winkels § = ZCBA und w, sei die Winkelhalbierende des Winkels
v=LACB.

Zunéchst miissen sich die beiden Winkelhalbierenden w, und wg in genau einem Punkt S
scheiden:

e w, und wg konnen nicht identisch sein, weil ihre Anfangspunkte A und B bereits
verschieden sind.

o Wiren w, und wg schnittpunktfrei parallel, so wére die Summe % + @ nach dem Satz
iiber entgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen 180°.

Sei also S der Schnittpunkt von w, mit wsz (Abbildung 210
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Abbildung 2.10: Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

Als Punkt der Winkelhalbierenden von a hat .S zu b und
(I) le. =1, zu ¢ jeweils denselben Abstand.
(Winkelhalbierendenkriterium =-)

Als Punkt der Winkelhalbierenden von S hat S zu a und
(I .=, zu ¢ jeweils denselben Abstand.
(Winkelhalbierendenkriterium =)

(III) I, =1, (I), (II), Transitivitat der Relation =

Weil S nach (IIT) zu @ und b jeweils denselben Abstand
(IvV) S euw, hat, ist S ein Punkt der Winkelhalbierenden von .
(Winkelhalbierendenkriterium<=)

Inkreis eines Dreiecks
Definition 2.1.6
(Inkreis eines Dreiecks)

Es sei ABC' ein Dreieck. Wenn die Geraden AB, AC' und BC Tangenten ein und desselben
Kreises k sind, dann ist k ein Inkreis von ABC.

Satz 2.1.7

(Dreiecksinkreis)

Jedes Dreieck hat genau einen Inkreis.
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Beweis:

Weil der Abstand des Schnittpunktes S der Winkelhalbierenden zu den Seiten des Dreiecks
jeweils gleich ist, gibt es einen Kreis k£ mit dem Mittelpunkt S der durch die drei Lotfulpunkte
der Lote von S auf die jeweilige Dreiecksseite geht. Weil diese Lote senkrecht auf den Geraden
AB, BC und AC stehen, sind diese Geraden nach Satz Tangenten an k. Der Beweis
der Eindeutigkeit des Inkreises erfolgt analog zum Beweis der Eindeutigkeit des Umkreises.

2.1.6 Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks
Definition 2.1.7

(Seitenhalbierende eines Dreiecks)

Es sei ABC' ein Dreieck. M, sei der Mittelpunkt von BC, M, sei der Mittelpunkt von
AC und M, sei der Mittelpunkt von AB Die folgenden Geraden heifien Seitenhalbierende
des Dreiecks ABC':

e UM,
o BM,
o AM,

Satz 2.1.8

(Schnittpunkt der Seitenhalbierenden)
Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in genau einem Punkt.

Beweis:

Ein Beweis dieses Satzes bleibt dem Masterstudiengang vorbehalten. Wer es dennoch versu-
chen mag: Die Strahlensétze sind hilfreich.

Physik

Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden ist der sogenannte Schwerpunkt des Dreiecks. Die
Seitenhalbierenden selbst heiflen Schwerelinien. Experimentieren Sie:

Schneiden Sie ein Dreieck aus Pappe aus und zeichnen sie seine Schwerelinien ein. Legen Sie
einen Bleistift auf den Tisch und legen sie das Pappdreieck so auf den Bleistift, dass dieser
jeweils mit einer Schwerelinie zur Deckung kommt. Stellen Sie den Bleistift dann auf und
legen Sie das Dreieck dann so auf den die stumpfe Seite des Bleistifts, dass diese mit dem
Schnittpunkt der Schwerelinien zur Deckung kommt.

12



2.1. DREIECKSTRANSVERSALEN KAPITEL 2. SCHULGEOMETRIE

Abbildung 2.11: Dreieck auf einer Schwerelinie
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